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Algebra I. Parcial VI

Los puntos de los ejercicios se reparten de forma equitativa entre los apartados.

Ejercicio 1 (3 puntos).

(a)

(b)

()

Sean P, (), R propiedades referidas a los elementos de un conjunto X. Supon-
gamos que P = —R. Demostrar la siguiente equivalencia:

(PVQ)N-R<= PV (QN-R)

Sean f: X - Y yg:Y — Z aplicaciones componibles. Demsotrar que si f
y g son biyectivas entonces go f : X — Z es biyectiva. Demostrar que, en tal

caso, (g0 f) " = flog .
Sea X = {0,2,4}. En el conjunto X x X definimos la relacién binaria ~:
(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+c

Demostrar que ~ es una relacién de equivalencia y calcular (describiendo todas
las clases de equivalencia) el conjunto cociente X x X/ ~.

Sean Xp, Xg y Xg los subconjuntos de X conformados por los elementos que
verifican la propiedad P, () y R respectivamente. Puesto que P = =R, se
tiene que Xp C X_g = ¢(Xg). Se trata de demostrar que:

(Xp U XQ) N C(XR) = XP U (XQ N C(XR))
aplicando la propiedad distributiva de la interseccion:

(XPUXQ) ﬂC(XR) == (XpﬂC(XR)) U (XQ ﬂC(XR>> (;) XPU (XQ ﬂC(XR))

Donde en (x) aplicamos que Xp C ¢(Xg).
Partimos de que f: X — Y y g:Y — Z son biyectivas. Entonces:

Jf 1Y — X tnicatal que fo fl=idy A flo f=idyx
dg7': Z — Y tnica tal que gog ' =idy A gt o g =idy

Se trata de probar que go f : X — Z es biyectiva. Para ello, consideramos la
composicién f~tog ' :Z — X. Se tiene entonces que:

Gof)o(fog ) Pgo(fofog =go(idyog™)=gog =idy
(fhogolgof) 2y olg og)o f= frolidyo f)=f o f = idy

Donde en (%) hemos aplicado la propiedad asociativa de la composicién. Por
tanto, go f : X — Z tiene inversa y por consiguiente es biyectiva.

Ademas, como la inversa de una aplicacion biyectiva es tnica, sera
-1 _ -1 -1
(gof) =S oy
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(¢) Tenemos que:

X ={0,2,4} X xX={(a,b)]a,be X}
(a,b) ~ (c,d) <= a+d=b+c

Para ver que ~ es una relacién de equivalencia, hemos de ver:

Propiedad reflexiva.
Puesto que a + b = b+ a, entonces:

(a,b) ~ (a,b) V(a,b) € X x X

Propiedad simétrica.
Sean (a,b), (c,d) € X x X. Entonces:

(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+c<=d+a=c+b<= (c¢,d) ~ (a,b)
Propiedad transitiva.

Supongamos que (a, b), (¢,d), (e, f) € X x X de forma que (a,b) ~ (¢, d)
y (¢,d) ~ (e, f). Entonces:

(a,b) ~ (¢,d) at+d=0b+c at+d+f=b+c+f
A\ - A = A
(c,d) ~ (e, f) c+f=d+e c+f+b=d+e+Db

—a+d+ f=d+e+b=a+f=e+b= (a,b) ~ (e f)

Demostrado que ~ es una relacién de equivalencia, calculamos X x X/ ~:

X x X ={(0,0),(0,2),(0,4),(2,0),(2,2),(2,4), (4,0), (4,2), (4,4)}
X x X/ ~={[(a,b)] | (a,b) € X x X}

Calculamos las diferentes clases:

[(0,0)] = {(a,b) € X x X | (a,b) ~ (0,0)} = {(a,b) € X x X | a =b}
={(0,0),(2,2),(4,4)} = [(2,2)] = [(4,4)]

[(0,2)] = {(a,b) € X x X | (a,b) ~ (0,2)} = {(a,b) € X x X |a+2 =10}
={(0,2),(2,4)} = [(0,2)] = [(2,4)]

[(0,4)] = {(a,b) € X x X | (a,b) ~ (0,4)} = {(a,b) € X x X | a+4 =10}
={(0,4)}

[(2,0)] = {(a,b) € X x X | (a,b) ~ (0,2)} = {(a,b) € X x X | a=b+2}
={(2,0),(4,2)} = [(4,2)]

[(4,0)] = {(a,b) € X x X | (a,b) ~ (4,0)} = {(a,b) € X x X |a=b+ 4}
={(4,0)}

Con lo que

X x X/ ~={[0,0)],[(0,2)],[(0,4)], [(2,0)]; [(4,0)]}
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Ejercicio 2 (4 puntos). Efectuar los siguientes célculos:
(a) El resto de dividir 18 - 15 — 561 - 15% entre 13.
(b) [2-(3° —52)] " en Zy.
(c) (22° — 3z +5)(3z — 2) en Zg|z].
d) (7—4v3) " en Z[V3].
©) (3-§v3) e Q[vV=3].

[SUI1)

(a) Puesto que la aplicacién

R: 7 — Z13
a +—— R(a):= Res(a;13)

Es un homomorfismo de anillos, sera:

Res(18 - 15 — 561 - 15% 13) = Res(18;13) - Res(15; 13) — Res(561; 13) - Res(15; 13)?2
U5.2-2.22=10-8=2
Donde en (*) hemos aplicado que 561 = 13 - 43 + 2

(b) Para ello, primero calcularemos 2 - (3° — 5%) en Zg:

» 3=5enZ;pues 35 =243 =7-34+5
» 52=5enZ; pues 52 =25=7-3+4

Entonces:
2(3° —5%) =2(5—4) =2

Y solo queda calcular el inverso de 2 en Zs:

Yaque2-4=8=1en Z;.
(c) (223 — 32+ 5)(3x — 2) = 62* — 423 — 92 + 62 + 150 — 10 = 223 + 322 + 3z + 2
(d) Puesto que
N(T—4V3) = (T—4V3)(T+4V3) =49 —3-16 =49 —48 =1

Entonces tenemos que 7 — 4v/3 € U(Z[\/3]) y:

(T—4V3)  =7+4V3
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(e) Sabemos que si 0 # o € Q[v/—3] entonces tenemos que N(a) # 0y

-1 _ _1

« = WOA
Para a = % — é —3, sera:
4 3 13
Na)==+—=—
(@ =5+51~x
y entonces:

2 1 B LAV | 18 3
SV S3) = (2423 =2+ 23
(3 9 ) 13 (3 9 ) 313

Ejercicio 3 (3 puntos). Sea f: A — B un homomorfismo de anillos. Demostrar:
(a) Img(f) es un subanillo de B.
(b) f(n-a) =n- f(a), para todo n € Z y todo a € A.

(¢) f(u™) = f(u)", para todon € Z y todo u € U(A).

(a) Sabemos que Img(f) ={f(a)|a € A} C B.

Para demostrar que es un subanillo de B hemos de ver que es cerrado para
sumas, productos, opuestos y que contiene al 1 de B.

Sean by, by € I'mg(f), entonces Jay, as € A tales que:

by = f(ar) by = f(az)

Entonces:

by + by = far) + f(az) = fa1 + a2) € Img(f)
bi by = f(a1)f(az) = far - az) € Img(f)
por lo que I'mg(f) es cerrado para sumas y productos. Para ver que es cerrado

para opuestos, utilizamos que todo homomorfismo verifica que f(—a) = —f(a)
Ya € A. Entonces:

SibeImg(f) = Ja€ A| fla)=b= —b=—f(a) = f(—a) € Img(f)

Finalmente, como f(1) = 1 € Img(f), tenemos que Img(f) es un subanillo
de B.
(b) Distinguimos casos:

——
m Paran>1lya€eA:n-a=a+...+a, conlo que:

n veces n veces

fn-a)=f@T T a) = F@ 1t 1 f@=n-fa)
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» Paran=0y a € A, tenemos que 0-a =0, con lo que:
f(0-a)=f(0)=0=0-f(a)

» Paran <0y a€ A, tenemos que n-a = (—n)(—a), con lo que:

—~

*

f(n-a) = f((=n)(=a)) = (=n)f(=a) = (=n)(=f(a)) = n- f(a)

Donde en (%) usamos que —n > 0, con lo que podemos aplicar el primer
apartado.

Z

(c) Distinguimos casos:

n veces

m Paran>1lya€e A:a"=0a-...-a, conlo que:
") = FE0) = F) - flu) = [fw)]”

» Paran=0yac A, a® =1, con lo que:

» Paran<0yueU(A),u" = (ut)"
Ademss, siu € U(A) = Ju~! € A | uu~! = 1. Entonces:

L= f(1) = fluu™) = fu)f(u™)
y por tanto f(u) € U(B)y f(u)™' = f(u™'). Entonces:

) = F(™) ™) L ] = [Fw) ] = )

Donde en (%) hemos usado que —n > 0 y el primer apartado.



